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There is an amusing and amazing theorem on repeating decimals. It is called “Midy’s Theorem”. We formulate

our own version, and investigate the secret of the theorem.

We found how to know the length of repeating decimals, if the fraction has the Midy’s property ( 999 rule

) which was not mentioned by Midy, and prooved the Midy’s theorm by ourselves. Moreover, we have some

extension of it. 　
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1 はじめに
1868年,フランスの数学者である E.Midyは,驚くべ
き数論を証明した.以下がその定理である.

定理：pを 5より大きい素数とし,m(mは正の整数)と
pは互いに素とする.m/pの循環節の長さが偶数になる
(2kとおく)とき,循環節の初めの k桁と最後の k桁の
合計は常に 999・・・9となる.

例えば 3/7は

3/7 = 0.4̇28571̇

となる.3/7の循環節は [428571]だが,これを前半部と
後半部に分けると [428]、[571]となり,これらを足すと
[999]となる.

我々は 10進数で 100までの自然数の逆数を調べ,Midy

の定理で性質が示された数と,そうでない数における循
環節の長さについて様々な場合があることを発見した.

この論文では,分数の循環節の長さがどのように決定さ
れるかを示し,我々が学校で習う基本的な数論だけを使
用しMidyの定理を証明している.

証明　　 proof1　鈴木智也　　 proof2　德永卓　
　 proof3　細川享平　　 proof4　永山虹空

2 商と余りの作る数列
1

n
の循環節が持つ性質を紐解くために,まず初めに

1÷ 7の筆算を表示する.

0. 1 4 2 8 5 7
7 ) 1 0

7
3 ⇐= r1
2 8

2 0 ⇐= r2
1 4

6 0 ⇐= r3
5 6

4 0 ⇐= r4
3 5

5 0 ⇐= r5
4 9

1 ⇐= r6

各段で行われている計算は,次のようになる.

　 r0 = 7× 0+ r0, q0 = 0 , r0 = 1　・・・　 (0)

　 r0× 10 = 7× 1+3, q1 = 1 , r1 = 3　・・・　 (1)

　 r1× 10 = 7× 4+2, q2 = 4 , r2 = 2　・・・　 (2)

　 r2× 10 = 7× 2+3, q3 = 2 , r3 = 6　・・・　 (3)

　 r3× 10 = 7× 8+4, q4 = 8 , r4 = 4　・・・　 (4)

　 r4× 10 = 7× 5+5, q5 = 5 , r5 = 5　・・・　 (5)

　 r5× 10 = 7× 7+1, q6 = 7 , r6 = 1　・・・　 (6)

r6 = r0 = 1 となっているので,この筆算のあとには
(1)～(6)続く.

これらの筆算と式から商が作る数列は 1, 4, 2, 8, 5, 7,余
りが作る数列は 1, 3, 2, 6, 4, 5であると言える. 　
また視点を変えて見てみると, 　

1

7 ) 1 0
7
3 ⇐=　 r1　
10÷ 7

　
　

1 4

7 ) 1 0 0
7
3 0
2 8

2 ⇐=　 r2　
102 ÷ 7
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1 4 2

7 ) 1 0 0 0
7
3
2 8

2 0
1 4

6 ⇐=　 r3　
103 ÷ 7

　
　
　

1 4 2 8

7 ) 1 0 0 0 0
7
3
2 8

2 0
1 4

6 0
5 6

4
　

104 ÷ 7

上の４つの筆算から次のような性質が得られた.

Theorem 1. 一般に 1÷nの筆算過程における余りが
なす数列 {rn}は次の式で表される.

rn ≡ 10n (mod n)

10進法小数表示だけでなく，あらゆる自然数 aにお
ける a進法小数表示での 1

n
の性質を調査するために，

商がつくる数列 {qn}と余りが作る数列 {rn}を調査し
た．
商がつくる数列 {qn}と余りが作る数列 {rn}は，次の
ように決定される．
q0 と r0 は，　　 1 = q0 × n+ r0 (0)　

　よって q0 = 0, r0 = 1　
(0)×a より　 a = aq0 × n+ ar0 (※)　
次に， q1, r1 を求める．これらは a · r0 ÷ nの商と余
りにより決定される．
　
　 ar0 = q1 × n+ r1

　　　 = q0 × n+ ar0 = aq0 × n+ q1 × n+ r1

　　　 = (aq0 + q1)× n+ r1 (1)　
(1)×aより，a2 = a (aq0 + q1)× n+ ar1 (※)　
r1, r2, · · · rk と q1, q2, · · · qk が決定されるとき，
　 akr0 =

(
akq0 + ak−1q1 + · · ·+ aqk−1 + qk

)
×n+rk

　　 (k)　
が成り立ち，(k)×aよりが，
　 a× akr0

　 = a
(
akq0 + ak−1q1 + · · ·+ aqk−1 + qk

)
× n+ ark

　 (☆)　
qk+1, rk+1 は a · rk ÷ n, and ark = qk+1 × n + rk+1

の商と余りの数列であるから次のような計算が成り立
つ．
　 ak+1r0 = a

(
ak+1q0 + akq1 + · · ·+ aqk + qk+1

)
× n

　　　　　　　　　　　 +rk+1 (k + 1)　
したがって，1 ÷ nの商と余りの数列 {qn}と {rn}は
誘導的に決定される.

　　　　　 rn ≡ an × r0 (mod n)

また，r0 = 1より

　　　　　 rn ≡ an (mod n)

Theorem 2. a進数での 1

n
の計算過程で現れる余り

の数列 {rk}は次のようになる．
　　　　　 rk ≡ ak 　　 ( mod n )

(※),(☆),(k + 1)より，我々は次の結論を得た．

Corollary 1.
1

n
の a進小数展開を計算していくとき

に現れる余りの系列 r1, r2, r3, · · · は
　　　　　 rk ≡ rk1 　　 ( mod n )

　　　　　　　　ただし, r1 = Mod (a, n)

が成り立つ.

ただし, aを nで割った余りをMod (a, n)と表した.

. 式 (k + 1)と式 (☆)よ Proofり, rk+1 ≡ a · rk
さらに式 (※) a = aq0 × n+ ar0 より
　　　　　 rk+1 ≡ a · rk = (aq0 × n+ ar0) · rk ≡
ar0 · rk ≡ r1 · rk
が成り立つ.

　したがって, 数列 {rk}は初項が r1, 公比が r1 の等
比数列になるので
　　　　　 rk ≡ rk1 　　 ( mod n )

が成り立つ.

3 循環しない分数
たとえば,

1

2
= 0.5,

1

4
= 0.25,

1

5
= 0.2のよう

に, 無限小数にはならない分数もある. 1 ≧ n ≧ 100

の範囲において,
1

n
の小数展開が循環しない nをあ

げると
　　 1, 2, 4, 5, 8, 20, 25, 32, 40, 50, 80, 100

である. このことから次のことがわかる.

Proposition 1. 　自然数 nが
　　　n = 2k ·5l　（ k = 0, 1, 2, · · · , l = 0, 1, 2, · · · ）
であるとき,

1

n
は有限小数となる.

逆に,
1

n
が有限小数となるとすると, nは上記のよ

うに表すことができる.

Proof 1. 　

(1) k ≧ l のとき
　　 1

n
=

1

2k · 5l
=

5k−l

2k · 5k
=

5k−l

10k
ここで, 5k−lを 10進法表記したものを右詰にして
左に 0を補って k − 1桁の数の列を作ったものを
[5k−l]と表すこととすれば
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　　　 1

n
= 0. [5k−l]︸ ︷︷ ︸

k 桁
となり, 有限小数となる.

(2) k < l のときは
　　 1

n
=

1

2k · 5l
=

2l−k

2l · 5l
=

2l−k

10l
ここで, 2l−k を 10進法表記したものを右詰にし
て左に 0を補って l− 1桁の数の列を作ったものを
[2l−k]と表すこととすれば
　　　 1

n
= 0. [2l−k]︸ ︷︷ ︸

l 桁
となり, 有限小数となる.

　逆に,
1

n
が有限小数 0.a1a2 · · · am で表されると

すると
　　　 1

n
= 0.a1a2 · · · am =

[a1a2 · · · am]

10m
　　　　　ここで, [a1a2 · · · am]とは
　　　　　　 a1 ·10m−1+a2 ·10m−2+ · · · +am ·100

のこととする. これより
　　　 n =

10m

[a1a2 · · · am]
左辺の n は整数なので, 右辺も整数となる. し
たがって, [a1a2 · · · am] は 10m の約数であ
り, [a1a2 · · · am] = 2p · 5q と表せ, したがっ
て, n = 2k · 5l と表せる.

これは, 正の整数 aに対して a進小数表示をすると
きには次のように拡張される.

Proposition 2. a = pk1
1 pk2

2 · · · pkm
m とするとき,

自然数 nが
　　　 n = pl11 p

l2
2 · · · plmm

　　　　　（ li = 0, 1, 2, · · · , i = 0, 1, · · ·m ）
　　　　　　ただし, すべての lpが 0ではないとする.

であるとき,
1

n
の a進法小数表示は有限小数となる.

逆に,
1

n
が a進法有限小数となるとすると, nは上記

のように表すことができる.

Proof 2. s = max
i=0,1,··· ,m

{pi}とすると

　　 1

n
=

1

pl11 p
l2
2 · · · plmm

=
ps−l1
1 ps−l2

2 · · · ps−lm
m

as

ここで, ps−l1
1 ps−l2

2 · · · ps−lm
m を a進法表記したものを

右詰にして左に 0を補って s − 1桁の数の列を作った
ものを [ps−l1

1 ps−l2
2 · · · ps−lm

m ]と表すこととすれば
　　　 1

n
= 0. [ps−l1

1 ps−l2
2 · · · ps−lm

m ][a]︸ ︷︷ ︸
k−1 桁

となり, a進法有限小数となる.

逆に,
1

n
が a進法有限小数 0.q1q2 · · · qk[a]である

とすると
　　 1

n
= 0.q1q2 · · · qk[a] =

[q1q2 · · · qk]

ak
ここで, [q1q2 · · · qk]とは

　　 q1 · ak−1 + q2 · ak−2 + · · · + qk

のこととする. これより
　　　 ak

[q1q2 · · · qk]
左辺の nは整数なので, 右辺も整数となる. したがっ
て, [q1q2 · · · qk]は ak の約数なので
　　　 [q1q2 · · · qk] = pl11 p

l2
2 · · · plmm

という形になり,

　　　 n = pk1−l1
1 pk2−l2

2 · · · pkm−lm
m

とあらわすことができる.

4 混循環小数と純循環小数
小数第一位から循環する循環小数を純循環小数とい
い、小数第m位（m ≧ 2）から循環する循環小数を混
循環小数という.

分数 1

n
が混循環小数であるとしよう.

　　 1

n
= 0.s1s2 · · · sm−1q̇1q2 · · · q̇k

とすると
　　 1

n
= 0.s1s2 · · · sm−1 + 0. 0 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸

m−1 個
q̇1q2 · · · q̇k

　　　　 =
[s1 s2 · · · sm−1]

10m−1
+

1

10m−1
· 0.q̇1 q2 · · · q̇k

こここで,x = 0.q̇1 q2 · · · q̇k とすると
　　　 10kx = q1 q2 · · · qk.q̇1 q2 · · · q̇k
　　　　 x = 0.q̇1 q2 · · · q̇k
より　 (

10k − 1
)
x = [q1 q2 · · · qk]

ただし, [q1 q2 · · · qk] = q1·10k−1+q2·10k−2+ · · · +qk

したがって
　　 1

n
=

[s1 s2 · · · sm−1]

10m−1
+

1

10m−1
· [q1 q2 · · · qk]

10k − 1
これより
　　 n =

10m−1 ·
(
10k − 1

)
(10k − 1) [s1s2 · · · sm−1] + [q1q2 · · · qk]

左辺 nは整数であるから右辺も整数である. 分母第 2

項の [q1q2 · · · qk]の約数は分母第 1項と分子の 10k−1

に同じ約数があるので, 約分しても分子の 10mがすべ
て約分されつくすことはないので, 右辺は 10を因数
にもつ. したがって, nも因数 2と因数 5を持つ. n

の因数 2と因数 5を取り尽くして
　　 n = 2k · 5l · n′

とすると, n′の中にはもう 2や 5の因数を持たないと
してよい.

したがって,
1

n
が混循環小数であるときは, nは

かならず因数 2または因数 5を持つことが示された.

対偶をとれば, nが 2, 5の因数を持たなければ,
1

n
は純循環小数であるということになる. 逆に, 整数
n が因数として 2 または 5 を持つとき, すなわち　
n = 2k · 5l · n′（n′ は 10と互いに素, n′ ̸= 1）と表さ
れるとき,
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(1) k ≥ lのとき
1

n
=

1

2k · 5l · n′ =
5k−l

10k
· 1

n′

n′ は因数として 2, 5を含まないので 1

n′ は純循
環小数となり, 後に第 8節で示すように,

m

n′ は
1

n′ と同じ循環節の長さをもった純循環小数とな
る. したがって,

1

10k
によって循環節の始まりが

k個ずらされる.

(2) k < lのとき
1

n
=

1

2k · 5l · n′ =
5l−k

10l
· 1

n′

以下 (1)と同様にして示される.

以上より

Theorem 3. 正の整数 nに対して,
1

n
を 10進小数

表示するとき, 混循環小数となる必要十分条件は
　　 n = 2k · 5l · n′ 　　 n′ は 10と互いに素
　　　　　（ k, l は 0以上の整数とする. ）
のときであり, このとき, m = max {k, l} とすると
き, この混循環小数は小数第m位から循環節が始まる.

この定理は a進法小数展開のときには次のようにな
る.

Theorem 4. a を 1 より大きい整数とし, a =

pk1
1 pk2

2 · · · pkm
m と素因数分解されるとする. ただ

し, p1, p2, · · · pm は素数, k1, k2, · · · km は 0以上
の整数とする.

正の整数 nに対して,
1

n
を a進小数表示するとき, 混

循環小数となる必要十分条件は
　　 n = pl11 p

l2
2 · · · plmm · n′　　 n′は aと互いに素な正

の整数
のときであり, このとき, M = max

p=1,2,··· ,m
{lp}とする

とき, この混循環小数は小数第M 位から循環節が始
まる.

Proof 3.
1

n
は混循環小数になるとする.

　　　 1

n
= 0.s1s2 · · · sM−1q̇1q2 · · · q̇k

とすると,

　　　 1

n
= 0.s1s2 · · · sM−1 + 0. 00 · · · 0︸ ︷︷ ︸

(M−1) 個
q̇1q2 · · · q̇k

　　　　　 =
[s1s2 · · · sM−1]

aM−1
+

1

aM−1
· 0.q̇1q2 · · · q̇k

　　　　　 =
[s1s2 · · · sM−1]

aM−1
+

1

aM−1
· [q1q2 · · · qk]

ak − 1
これより
　　 n =

aM−1 ·
(
ak − 1

)
(ak − 1) [s1s2 · · · sM−1] + [q1q2 · · · qk]

左辺 nは整数であるから右辺も整数である. 分母第 2

項の [q1q2 · · · qk]の約数は分母第 1項と分子の ak − 1

に同じ約数があるので, 約分しても分子の aM−1 がす

べて約分されつくすことはないので, 右辺は aを因数
にもつ. したがって, nも因数 p1, p2, · · · pmを持つ. n

の因数 p1, p2, · · · pm を取り尽くして
　　 n = pl11 p

l2
2 · · · plmm · n′

とすると, n′ の中にはもう因数 p1, p2, · · · pm を持た
ないとしてよい.

したがって,
1

n
が混循環小数であるときは, nは

かならず因数 p1, p2, · · · pm を持つことが示された.

対偶をとれば, nが因数 p1, p2, · · · pm を持たなけ
れば,

1

n
は純循環小数であるということになる.

逆に, 整数 nが因数 p1, p2, · · · pm を持つとき, す
なわち　 n = pl11 p

l2
2 · · · plmm · n′（n′ は a と互いに

素, n′ ̸= 1）と表されるとき,

　　　M = max
p=1,2,··· ,m

{lp}

とすると
　　 1

n
=

1

pl11 p
l2
2 · · · plmm · n′

=
pk1−l1
1 pk2−l2

2 · · · pkm−lm
m

aM−1 · n′

n′ は a とは互いに素なので,
1

n
は a 進小数では純

循環小数隣, 後に第 8 節で示すように m

n
は 1

n
と

同じ循環節の長さをもった純循環小数となる. した
がって,

1

aM
によって循環節の始まりがM 個ずらさ

れる. したがって, 循環節は小数点第M 位からはじ
まる.

5 循環節の長さ
第 2節では, 正整数 nに対して,

1

n
を a進小数展

開をするとき, 1 ÷ nの計算途中で現れる商の列 {qn}
と余りの列 {rn}について考えた. Theorem 1 は余り
の列 {rn}が,

　　 rn ≡ an (mod n)

であることを示している.

anを nで割った余り rnは, 0, 1, 2, · · · , n− 1の
n個のいずれかである.

rn = 0となるのは, an が nで割り切れるときであ
り, それはすなわち,

1

n
が有限小数になるときであ

る. 3節の Proposition 1, Proposition 2 で示したよう
に, nが aの因数しか持たないときである. 10進小数
を考えるときには, nが 2, 5の因数を持たないときの
ことである.

このときには, rn は 1, 2, · · · , n − 1 のいずれ
かである. 1 ÷ n を計算していくとき, r0 = 1 であ
り, r2, r3, · · · と異なる余りが出るとしても, 最大
でも rn−2までしか異なる余りが出続けることはできな
い. 次の定理がなりたつ.

Theorem 5 (フェルマーの小定理). 　
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nは素数とし, aと nは互いに素とするとき
　　　 an−1 ≡ 1 (mod n)

. 　　　 1 · a , 2 · a , 3 · a , · · · (n− 1) a

の n− 1個について, k · aを nで割った商をQk, 余り
を Rk とする. すなわち
　　 1 · a = Q1 × n+R1

　　 2 · a = Q2 × n+R2

　　 3 · a = Q3 × n+R3

　　　・・・　　・・・
　　 (n− 1) · a = Qn−1 × n+Rn−1

とする.

このとき, これらの余りR1, R2, R3, · · · Rn−1は
全て異なる.

実際, k · aと l · aが同じ余りをもつとするならば
　　 k · a = Qk × n+Rk

　　 l · a = Ql × n+Rl

において, Rk = Rl となるので, 辺々引くことにより
　　 (k − l) · a = (Qk −Ql)× n

となる. この式の右辺はnの倍数なので, 左辺の (k − l)·
aも nの倍数である.

ところが, aと nは互いに素であるので, このこと
から, k − lが nの倍数となる.

ここで, 0 ≤ k ≤ n − 1, 0 ≤ l ≤ n − 1 なの
で, − (n− 1) ≤ k − l ≤ n − 1 なので, この k − l

が nの倍数であるということは, k− l = 0でなければ
ならない.

したがって, k = lとなる.

そこで, これら n− 1個の式を辺々かけあわせると
　　 1 · a× 2 · a× 3 · a× · · · (n− 1) · a
　 = (Q1 × n+R1)

　　　 × (Q2 × n+R2)

　　　　　 × (Q3 × n+R3)

　　　　　　　 × · · · × (Qn−1 × n+Rn−1)

　 = Q× n+R1 ·R2 ·R3 · · · · ·Rn−1

ここで, n− 1個の R1, R2, · · · , Rn−1 は, すべて
0 ≤ Rk ≤ n− 1であり, すべて異なるので, これらの
積は
　　R1 ·R2 ·R3 · · · · ·Rn−1 = 1 ·2 ·3 · · · · ·(n− 1)

となる. したがって
　　 1 · 2 · 3 · · · · · (n− 1)× an−1

　　　　 = Q× n+ 1 · 2 · 3 · · · · · (n− 1)

となるので,

　　 1 · 2 · 3 · · · · · (n− 1)
(
an−1 − 1

)
= Q× n

この等式の右辺は nの倍数である. ところが, nは素
数のときには, 1, 2, 3, · · · , n− 1は nと互いに素
であるので, 等式の左辺が nの倍数になることから
　　 an−1 − 1　は　 nの倍数　　すなわち
　　　　 an−1 ≡ 1　　　 ( mod n )

この定理は次のように拡張される.

Theorem 6 (オイラー). 　
aと nが互いに素であれば, オイラーの φ関数を用

いて
　　　 aφ(n) ≡ 1 (mod n)

. 　　　 1 · a , 2 · a , 3 · a , · · · (n− 1) a

の n− 1個について, k · aを nで割った商をQk, 余り
を Rk とする. すなわち
　　 1 · a = Q1 × n+R1

　　 2 · a = Q2 × n+R2

　　 3 · a = Q3 × n+R3

　　　・・・　　・・・
　　 (n− 1) · a = Qn−1 × n+Rn−1

とする.

このとき, これらの余りR1, R2, R3, · · · Rn−1は
全て異なる.

実際, k · aと l · aが同じ余りをもつとするならば
　　 k · a = Qk × n+Rk

　　 l · a = Ql × n+Rl

において, Rk = Rl となるので, 辺々引くことにより
　　 (k − l) · a = (Qk −Ql)× n

となる. この式の右辺はnの倍数なので, 左辺の (k − l)·
aも nの倍数である.

ところが, aと nは互いに素であるので, このこと
から, k − lが nの倍数となる.

ここで, 0 ≤ k ≤ n − 1, 0 ≤ l ≤ n − 1 なの
で, − (n− 1) ≤ k − l ≤ n − 1 なので, この k − l

が nの倍数であるということは, k− l = 0でなければ
ならない.

したがって, k = lとなる.

また, k と n が 1 でない公約数 d を持つと
き, k · a = Qk × n + Rk 　の左辺は d を約数にも
ち, 右辺のQk × nも dを約数に持つので, Rk も dを
約数にもつ. 逆に kが d約数に持たなければ, 右辺の
Qk × nは dを約数に持つことから Rk は dを約数に持
たない. そこで, これら nと互いに素になる k・・・
φ(n)個の式を辺々かけあわせると
　　 1 · a× 2 · a× 3 · a× · · · (n− 1) · a︸ ︷︷ ︸

n と互いに素となる k

　 = (Q1 × n+R1)

　　　 × (Q2 × n+R2)

　　　　　 × (Q3 × n+R3)

　　　　　　　 × · · · × (Qn−1 × n+Rn−1)

　 = Q× n+R1 ·R2 ·R3 · · · · ·Rn−1︸ ︷︷ ︸
n と互いに素となる k

ここで, n− 1個の R1, R2, · · · , Rn−1 は, すべて
0 ≤ Rk ≤ n− 1であり, すべて異なるので, これらの
積は
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　 　 　 R1 ·R2 ·R3 · · · · ·Rn−1︸ ︷︷ ︸
n と互いに素となる k

=

1 · 2 · 3 · · · · · (n− 1)︸ ︷︷ ︸
n と互いに素となる k

となる. したがって
　　 1 · 2 · 3 · · · · · (n− 1)︸ ︷︷ ︸

n と互いに素となる k

×aφ(n) = Q × n +

1 · 2 · 3 · · · · · (n− 1)︸ ︷︷ ︸
n と互いに素となる k

となるので,

　　 1 · 2 · 3 · · · · · (n− 1)︸ ︷︷ ︸
n と互いに素となる k

(
aφ(n) − 1

)
= Q× n

この等式の右辺は nの倍数である. ところが, nは素
数のときには, 1, 2, 3, · · · , n− 1︸ ︷︷ ︸

n と互いに素となる k

は nと互いに素

であるので, 等式の左辺が nの倍数になることから
　　 aφ(n) − 1　は　 nの倍数　　すなわち
　　　　 aφ(n) ≡ 1　　　 ( mod n )

例. 　
　
a = 10, n = 21の場合,

　 1

n
の計算に現れる余りの列 {rn}は

　　　 1 = n× 0 + 1　　より　 r0 = 1

　　　 10r0 = 10 = 21× 0 + 10　より　 r1 = 10

　　　 10r1 = 100 = 21× 4 + 16　より　 r2 = 16

　　　 10r2 = 160 = 21× 7 + 13　より　 r3 = 13

　　　 10r3 = 130 = 21× 6 + 9　より　 r4 = 4

　　　 10r4 = 40 = 21× 1 + 19　より　 r5 = 19

　　　 10r5 = 190 = 21× 9 + 1　より　 r6 = 1

r6 = 1となったので, 以下 r1～r6 を繰り返す. そし
て, 商も 0, 4, 7, 6, 1, 9 の順に繰り返すことにな
り,

1

n
の小数展開は

　　　 1

n
= 00̇47619̇

となる.

　 Theorem 1あるいはその Corollaryにより, 上の
ように決まる余りの数列 {rk}は
　　　 rk = 10k 　あるいは　 rk = r1 × rk−1

として求めることもできる.

21 = 3 × 7 で 3 と 7 は互いに素なので　
φ(21) = φ(3× 7) = φ(3)× φ(7) = 2× 6 = 12 である
から
　　　 aφ(21) = a12 =

(
a6
)2

= 1

となり, Theorem 6は確かに成り立つ.

この場合, 余りの集合 {rn} は {r1, r2, · · · , r6}
という 6個の要素からなり, この 6が循環節の長さで
もある.

オイラーの定理Theorem 6は, 循環節の長さはφ(n)

以下であることを主張している.

上の例では, φ(21) = 12であるのに, それよりも小
さい d = 6について
　　　 ad ≡ 1　　　 ( mod n )

となっている.

この例のようにφ(n)より小さい dについて, ad ≡ 1

(mod n) であれば, k = 1から k = dまでを繰り返す
ことになる. したがって, φ(n)は dの倍数である.

Theorem 7 (主定理). 　
1より大きい自然数 n, aに対して
(i) nと aが互いに素ではないとき
　　 1

n
は a進有限小数

(ii) nと aが互いに素であれば
　　 1

n
は a進循環小数となり

　　　　 ad ≡ 1 (mod n) をみたす最小の自然数 d

　　を考えると, この dが循環節の長さであり,

　　 dは φ(n)の約数である.

6 循環節の長さ・・・nが素数の場合
「ad ≡ 1 (mod n) をみたす最小の自然数 d」はど
のようにしてきまるのであろうか？
nが素数の場合を考えよう. 正の自然数 aが因数と
して nを持つ場合には,

1

n
は有限小数となるので, a

と nは互いにその場合を考えることになる.

nが素数の場合, 1より小さい 1, 2, 3, · · · , n − 1

は nと素になるので,

　　　 φ (n) = n− 1

となる.

nは素数なので n− 1は偶数であり,
n− 1

2
は整数

となり,

　　　 an−1 − 1 =
(
a

n−1
2 + 1

)(
a

n−1
2 − 1

)
≡ 0

(mod n)

ここで, もしも a
n−1
2 − 1 ≡ 0 , (mod n)が成り立つ

ようであれば,

φ(n) = n− 1より小さい整数mで
　　　 am ≡ 1 , (mod n)

を成り立たせるものが存在することになる.
n− 1

2
が

偶数であれば, 同じように和と差の席に素因数分解さ
れてさらに小さいmが存在する可能性がある.

また,
n− 1

2
が奇数の場合には,

n− 1

2
= 2k − 1

であれば
　　　 a2k−1 − 1

　　 = (a− 1)
(
a2k−2 + a2k−3 + · · · + a+ 1

)
≡ 0

　 (mod n)

a− 1 ≡ 0 , (mod n)でなければ
　　　 a2k−2 + a2k−3 + · · · + a+ 1 ≡ 0 , (mod n)

このように, an−1 − 1を素因数分解したときの各因数
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の中で ad − 1 ≡ 0 , (mod n)となる最小の dを探す
ことにより, これを満たす最小の dすなわち 1

n
の循

環節の長さを求めることができる.

例えば, n = 13, a = 10の場合を考えてみよう.

　　　 1013−1 − 1 = 1012 − 1

　　 =
(
106 + 1

) (
106 − 1

)
　　 =

(
102 + 1

) (
104 − 102 + 1

)
×

　　　　 × (10 + 1)
(
102 − 10 + 1

)
×

　　　　　　 × (10− 1)
(
102 + 10 + 1

)
ここで
　 102 + 1 = 101　これは　素数
　 104 − 102 + 1 = 9901　これは　素数
　　　ゆえに　 106 + 1 ̸≡ 0 , (mod 13)

　 10 + 1 = 11　これは素数
　 102 − 10 + 1 = 91 = 7× 13

　　　したがって　 102−10+1 ≡ 0　∴ 103+1 ≡ 0

　 10− 1 = 9 = 32 　これは素数
　 102 + 10 + 1 = 111 = 3× 37

　　　したがって　 102+10+1 ≡ 0　∴ 103−1 ̸≡ 0

　したがって　 ∴ 106 − 1 ≡ 0

これから　 am ≡ 1 (mod n) をみたす最小のmは 6

　　　 ∴ d = 6

実際に
　　 1

13
= 0.0̇76923̇

であり 1

13
の循環節の長さは 6である.

7 Midyの定理の証明・・・その1

aは正の整数, nは素数とする.
1

n
を a進法小数展

開したときに循環節の長さが偶数 2mであると仮定す
る. このとき, 循環節の最初のm個を右詰に並べてで
きるm桁の整数を Aとし, 最後のm個によってでき
るm桁の整数を B とするとき
　　　 A+B = am − 1

となる. ただし, m個のなかの先頭のいくつかが 0で
あるときはには必ずしもm桁とはなるとは限らない.

1

n
を a進法小数展開したときに循環節の長さが偶

数 2mであることから,

　　 a2m ≡ 1 (mod n)

であり,

　 2mより小さい正の整数 lに対しては
　　 al ̸≡ 1 (mod n)

である.

　　 a2m − 1 = (am + 1) (am − 1) ≡ 0 (mod n)

であるけれども, am − 1 ̸≡ 0 (mod n)　なので
　　 am + 1 ≡ 0　すなわち　 am ≡ −1 (mod n)

さて, Aは第 2節でみたように, am を nで割った
ときの商であり, そのときの余りは n− 1 となる.

　　 am = A× n+ (n− 1) 　 (1)　
さらに, Bはこの余り n− 1から割り算を初めたm個
を並べたものであるので
　 (n− 1) am = B × n+ 1 　 (2)　
という関係がある.

(1) + (2)とすると
　 n× am = (A+B)× n+ n

これから　　 A+B = am − 1

が成り立つ.

特に a = 10のときには,

　　 am − 1 = 10m − 1 = 999 · · · 99︸ ︷︷ ︸
m 個

であるので, 分子が 1である 1

n
についてのMidyの

定理が証明された.

Midyの定理の主張する性質は, 以下に示すように, 前
提とする条件を若干弱めたうえでより強い性質が主張
できることが証明できる.

Theorem 8. aは正の整数, nは素数とする. ad+1 ≡ 0

(mod n) をみたす n より小さい正の整数 d が存在し
て, 2d より小さい l に対しては al ̸≡ 1 が成り立て
ば,

1

n
を a進法小数展開したときに循環節の長さが

偶数 2dであり, このとき, 1 ≦ k ≦ dを満たす任意の
整数 kについて, 循環節の第 k番目の数を Aとし, 第
d+ k番目の数を B とするとき
　　　 A+B = a− 1

となる.

Proof 4. ad + 1 ≡ 0 (mod n)をみたす nより小さい
正の整数 dが存在すると仮定する. このとき
　　 a2d − 1 =

(
ad + 1

) (
ad − 1

)
≡ 0 (mod n)

が成り立ち, 2dより小さい lに対しては al ̸≡ 1である
ので, この 2dが am ≡ 1 (mod n)をみたす最小の整数
となるので, 循環節の長さは 2dである.

このとき, 1 ≦ k ≦ dに対しては, ak ̸≡ 1 (mod n)

であるので,

　　 a1 = q1 × n+ r1

　　 a2 ≡ a× r1 = q2 × n+ r2

　　・・・　　　・・・　　　・・・
　　 ad ≡ a× rd−1 = qd × n+ rd

となるときの r1, r2, · · · , rd−1 はすべて異なり, ±1

とも異なり, rd ≡ −1 (mod n)より　 rd = n− 1であ
る. そして,

　　 ad+1 ≡ a× rd = qd+1 × n+ rd+1

　　 ad+2 ≡ a× rd+1 = qd+2 × n+ rd+2

　　・・・　　　・・・　　　・・・
　　 a2d ≡ a× r2d−1 = q2d × n+ r2d

となるとき,

　　 rd+1 ≡ rd × r1 = −1× r1 = n− r1

　　 rd+2 ≡ rd × r2 = −1× r2 = n− r2
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　　・・・　　　・・・　　　・・・
　　 rd+d ≡ rd × rd = −1× rd = n− rd

となるので
　　 rk + rd+k = rk + (n− rk) = n

であり,

　　 ak + ad+k = (qk + qd+k)× n+ (rk + rd+k)

　　　　 = (qk + qd+k)× n+ n

ここで,

　　 ak + ad+k = ak + ak · ad = ak
(
1 + ad

)
なので
　　 ak + ad+k ≡ (qk + qd+k)× n+ n

より
　　 ad + 1

n
· ak = qk + qd+k + 1

ここで, ad + 1 ≡ 0 (mod n)より　 ad + 1

n
は整数で

ある. また,

　　 0 ≦ qk ≦ a− 1, 0 ≦ qd+k ≦ a− 1

より　 −1 ≦ qk + qd+k ≦ 2a− 1　なので, これより
　　 qk + qd+k + 1 = a　ゆえに　 qk + qd+k = a− 1

Midyの定理の主張するのは
「循環節の最初の m個を右詰に並べてできる m桁の
整数を Aとし, 最後のm個によってできるm桁の整
数を B とするとき
　　　 A+B = am − 1

となる. 」
ことであったが, 実際には 2分割した 2つの整数 A,B

の対応する各桁の数 a, bについて
　　　 a+ b = a− 1

が成り立つことがわかった. この強い意味での性質を
「Midyの性質」と呼ぶこととする.

8 nが素数のときの m

n
の循環節

nが素数で, 正の整数 aと nは互いに素とする. こ
のとき, φ (n) = n− 1であり,

1

n
の a進小数表示は

循環節の長さが d の循環小数となる. このとき d は
φ (n) = n− 1の約数となっており, ad ≡ 1 (mod n)

となる.
1

n
を a進小数表示するための 1 ÷ nの計算に現れ

る商 qk と余り rk を考える.

ak を nで割ったときの商が qk, 余りが rk であり
　　 a = q1 × n+ r1

　　 a2 = q2 × n+ r2 　 a2 ≡ a× r1 (mod n)

　　　・・・　　　・・・　　　・・・
　　 ak = qk × n+ rk 　 ak ≡ a× rk−1 (mod n)

　　　・・・　　　・・・　　　・・・
　　 ad = qd × n+ rd 　 ak ≡ a× rk−1 (mod n)

となっている. このとき,

　　 Ra (n) = {rk}　 rk ≡ ak (mod n)

　　 Qa (n) = {qk}
循環節の長さが dであることから, r1, r2, · · · , rd

はみな異なり, rd = 1であり, したがって Ra (n)は d

個の要素をもつ有限集合である.

a = 10, n = 7のときの 1

n
を見てみよう

0. 1 4 2 8 5 7
7 ) 1 0

7
3 ⇐= r1
2 8

2 0 ⇐= r2
1 4

6 0 ⇐= r3
5 6

4 0 ⇐= r4
3 5

5 0 ⇐= r5
4 9

1 ⇐= r6

この場合,

　　 r1 = 3, r2 = 2, r3 = 6, r4 = 4, r5 = 5, r6 = 1

となる.

このとき,
3

n
の小数展開を求めると

　　

0. 4 2 8 5 7 1
7

)
3 0
2 8

2 0
1 4

6 0
5 6

4 0
3 5

5 0
4 9

1 0
7
3

となる.
1

n
の計算で r1 = 3 が出たところから計算が始ま

る, 同じ余りが出ると, そこから先は 1

n
の計算と同

じことを繰り返していき, r1, r2, · · · , r6と同じ順に余
りが決まっていき, それに対応して商 q1, q2, · · · , q6

と同じ順で商も決まっていく.

一般に,
m

n
の小数展開を考えよう.

m > nのときには帯分数に直して整数部分を除いた分
数の小数展開を考えることになるので, m < nと仮定
しても一般性を失わない.

mを nで割ったときの商を q0, 余りを r0とすると,

　　m = q0 × n+ r0

実際には　m < nと仮定すると　 q0 = 0, r0 = mで
ある. この後
　　 a× r0 = q1 × n+ r1

　　 a× r1 = q2 × n+ r2
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　　　・・・　　　・・・　　　・・・
　　 a× rk−1 = qk × n+ rk

　　　・・・　　　・・・　　　・・・
　　 a× rd−1 = qd × n+ rd

となり, rk+1 = a× rkという漸化式は 1

n
のときと同

じである.

したがって,
m

n
を a進小数表示するときにあらわ

れる余りの作る集合は
　　mRa (n) ≡ {m× r1, m× r2, · · · , m× rd}

(mod n)

となる.

r1, r2, · · · , rd はすべて異なることから, m ×
r1, m× r2, · · · , m× rdもすべて異なり, m× rd =

r × 1 = mとなる.

このことから, (n− 1) 個集合 mRa (n) , m =

1, 2, · · · , n − 1のうち, 異なる集合は n− 1

d
個あるこ

とになる.

例 1. a = 10, n = 7のときの 1

n
については

n = 7は素数なので φ (n) = n− 1 = 6

　　　 1 = 0× 7 + 1　 =⇒　 10× 1 = 1× 7 + 3

　 10× 3 = 4× 7 + 2　 =⇒　 10× 2 = 2× 7 + 6

　 10× 6 = 8× 7 + 4　 =⇒　 10× 4 = 5× 7 + 5

　 10× 5 = 7× 7 + 1

となるので, 10d ≡ 1 (mod n)となる最小の整数 dは
　　　 d = 6
n− 1

d
= 1なので分子mが 1, 2, 3, 4, 5, 6のいずれの時

でも余りに現れる数はみな同じになる. R10 (7) =

{3, 2, 6, 4, 5, 1}であり
　　 R10 (7) = 3R10 (7) = 2R10 (7)

　　　　　　 = 6R10 (7) = 4R10 (7) = 5R10 (7)

　
したがって, 循環節を作る数の並びも, 以下のように先
頭が異なるだけでようにすべて同じになる.

　
　　 1

7
= 0.1̇42857̇　 3

7
= 0.4̇28571̇　 2

7
= 0.2̇85714̇

　
　　 6

7
= 0.8̇57142̇　 4

7
= 0.5̇71428̇　 5

7
= 0.7̇14285̇

例 2. a = 10, n = 41のときの 1

n
を見てみよう

n = 41は素数なので φ (n) = n− 1 = 40

　　　 1 = 0× 41 + 1　 =⇒　 10× 1 = 0× 41 + 10

　 10×10 = 2×41+18　=⇒　 10×18 = 4×41+16

　 10× 16 = 3× 41+37　=⇒　 10× 37 = 9× 41+1

となるので, 10d ≡ 1 (mod n)となる最小の整数 dは
　　　 d = 5

R10 (41) = {10, 18, 16, 37, 1}であり,

　　 R10 (41) = 10R10 (41) = 18R10 (41)

　　　　　　 = 16R10 (41) = 37R10 (41)

　　 1

41
= 0.0̇2439̇　 10

41
= 0.2̇4390̇　 18

41
= 0.4̇3902̇

　
　　 16

41
= 0.3̇9024̇　 37

41
= 0.9̇0243̇

　
2R10 (41) = {20, 36, 32, 33, 2}であり,

　　 2R10 (41) = 20R10 (41) = 36R10 (41)

　　　　　　 = 32R10 (41) = 33R10 (41)

　　 2

41
= 0.0̇4878̇　 20

41
= 0.4̇8780̇　 36

41
= 0.8̇7804̇

　
　　 32

41
= 0.7̇8048̇　 33

41
= 0.8̇0487̇

　
3R10 (41) = {30, 13, 7, 29, 3}であり,

　　 3R10 (41) = 30R10 (41) = 13R10 (41)

　　　　　　 = 7R10 (41) = 29R10 (41)

であり,

　　 3

41
= 0.0̇7317̇　 30

41
= 0.7̇3130̇　 13

41
= 0.3̇1707̇

　　
　　　 7

41
= 0.1̇7073̇　 29

41
= 0.7̇0731̇

　
同様に, 4R10 (41) = {40, 31, 23, 25, 4}であり,

　　 4R10 (41) = 40R10 (41) = 31R10 (41)

　　　　　　 = 23R10 (41) = 25R10 (41)

となり
　　 4

41
,
40

41
,
31

41
,
23

41
,
25

41
の循環節に並ぶ数字は一つずつずれるけれども同じも
のが同じ順に並ぶ.

以下同様に,

　　 5R10 (41) = {9, 8, 39, 21, 5}
　　 6R10 (41) = {19, 26, 14, 17, 6}
　　 7R10 (41) = {29, 3, 30, 13, 7}
　　 11R10 (41) = {28, 34, 12, 38, 11}
　　 15R10 (41) = {27, 24, 35, 22, 15}
である.

m

41
という 40個の分数は, 40÷ 5 = 8組ずつが同じ

余りの数列から循環節が決まる.

9
1

n1 × n2
の小数展開

1

n1 × n2
の循環節の長さを dとすると

　　　 al ≡ 1 (mod n1 × n2)

をみたす最小の lが dである.

ad = n1 × n2 ×Q+ 1　であるから,

　　　 ad = n1 × n2Q+ 1

　　　 ad = n2 × n1Q+ 1

より　 ad ≡ 1 (mod n1)　かつ　 ad ≡ 1 (mod n2)

である.

　　　 n1と n2が互いに素であるとき,
1

n1
の循環
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節の長さを d1,
1

n2
の循環節の長さを d2 とする. す

なわち
　　　 al ≡ 1 (mod n1)　をみたす最小の lが d1

　　　 al ≡ 1 (mod n2)　をみたす最小の lが d2

である. このとき, d1と d2の最小公倍数を Lとする.

　　　 L = d1 ×m1, d2 ×m2 　とすると
　　　 aL =

(
ad1
)m1 ≡ 1 (mod n1)

　　　 aL =
(
ad2
)m2 ≡ 1 (mod n2)

となるので,

　　　 aL = n1 ×Q1 + 1

となり, さらに Q1 を　 Q1 = n2 ×Q′
1 +R1 とすると

　　　 aL = n1 × n2 ×Q′
1 + n1 ×R1 + 1 (1)　

同様に
　　　 aL = n2 ×Q2 + 1

となり, さらに Q2 を　 Q2 = n1 ×Q′
2 +R′

2 とすると
　　　 aL = n1 × n2 ×Q′

2 + n2 ×R2 + 1 (2)　
(1)− (2)とすると
　　　 0 = n1 × n2 × (Q′

1 −Q′
2) + n1 ×R1 − n2 ×R2

したがって　 n1×R1 = n2×R2−n1×n2×(Q′
1 −Q′

2)

となり, n1と n2が互いに素であることから, R1は n2

で割り切れることがわかる. これより
　　 aL ≡ 1 (mod n1 × n2)

である.

ここで, d > Lと仮定すると
　　　 ad ≡ 1 (mod n1 × n2)

　　　 aL ≡ 1 (mod n1 × n2)

より　 ad − aL =
(
ad−L − 1

)
ad ≡ 0 (mod n1 × n2)

ad ≡ 1より ad−L − 1 ≡ 1

d − L < L でなくても, 同様に繰り返すと有限回で
d− L < Lとなる. これは Lの最小性に矛盾する.

したがって d = Lである.

以上のことから, 次の定理を得る.

Theorem 9. n1と n2が互いに素であるとき,
1

n1
の

循環節の長さを d1,
1

n2
の循環節の長さを d2 とする

と 1

n1 × n2
の循環節の長さ dは

　　　 d = LCM(d1, d2)

n1 と n2 が互いに素でないとき, 例えば pを素数と
して n1 = n2 = pのときには,

1

p
の循環節の長さを

dとすると,
1

p2
の循環節の長さは

　　　 p× d

となるという予想を持っている.

例 3. 　
(1)　 1

7
の循環節の長さは 6であり

　　 1

72
の循環節の長さは 42 = 7× 6である.

(2)　 1

13
の循環節の長さは 6であり

　　 1

132
の循環節の長さは 78 = 13× 6である.

(3)　 1

37
の循環節の長さは 3であり

　　 1

372
の循環節の長さは 111 = 13× 3である.

例 4. (1)
1

21
=

1

3× 7
の循環節について

　 1

3× 7
= 0.0̇47619̇であり, Midyの定理の条件「循

環節の長さが偶数 2d」を満たしている. もちろん分
母は素数でなくて合成数であるが, 循環節の前半を
A = 047, 後半を B = 619とすると
　 　　 A+B = 047 + 619 = 666

となり, 999ではないが, 6が 3つ並ぶ.

これについては, 次のような計算が何か秘密を解く
鍵かもしれないと考えている.

　　 1000 = 21×A+ 13 = 21× 47 + 13 (1)　
　　 13× 1000 = 21×B + 1 = 21× 619 + 1 (2)　
(1) + (2)とすると
　　 (1 + 13)× 1000 = 21× (A+B) + (13 + 1)

　　 (A+B)× 3

2
= 1000− 1

これより　 A+B =
2× 999

3
A+B ではなくて, 桁ごとに加えて 9になる性質を

「Midyの強性質」といったが, これは桁ごとでは成り
立たないがA+Bが全体として 666になるという意味
で「Midyの弱性質」である.

この現象はA+B =
2× 999

3
が整数になるようにな

ればよいので, 999の約数との関係になると考えてい
る.

(2)
1

259
=

1

7× 37
の循環節について

　 1

7× 37
= 0.0̇03861̇であり, 循環節の長さが 6で

ある.

　　 1000 = 259×A+ 158 = 259× 003 + 158 (3)　
　　 158× 1000 = 259×B + 1 = 259× 61 + 1 (4)　
(3) + (4)とすると
　　 (1 + 158)× 1000 = 259× (3 + 61) + (158 + 1)

　　 159× 1000 = 259× 64 + 159

ここで, 224 = 25× 7　 999 = 33× 37　 259 = 7× 37

　より　　 A+B =
224× 999

259
= 25 × 33

これより　 A+B = 864

まだまだ興味深い現象があるようである.
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